Abiturprifung 2007

MATHEMATIK

als Grundkursfach

Arbeitszeit: 180 Minuten

Der Fachausschuss wahlt je eine Aufgabe aus den Gebieten
GM1, GM2 und GM3 zur Bearbeitung aus.

Falls das Thema GML1.1 gewahlt wird, ist die Angabe vom Prifling mit
dem Namen zu versehen und mit abzugeben.

Name:
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GML. INFINITESIMALRECHNUNG

Name:
l. (vom Prufling einzutragen)
X
1. Die Abbildung zeigt den Graphen G¢ der Funktion f :x — Lz mit
(e* +1)
dem Definitionsbereich Ds = IR.
by
T
r__-_—— ﬁ
-3 -2 -1 0 1 2 3
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-2
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a) Begriinden Sie, dass G¢ stets oberhalb der x-Achse verlauft und
berechnen Sie den Schnittpunkt von G mit der y-Achse. Weisen Sie
nach, dass flr x — too die Gerade y =0 Asymptote von Gy ist.

b) Erkléaren Sie, wie man mit Hilfe des Graphen G ohne Berechnung

von f' ndherungsweise Werte von f' an einzelnen Stellen ermitteln
kann. Bestimmen Sie auf die von Ihnen beschriebene Weise einen
Né&herungswert fiir f'(1) auf eine Dezimale gerundet.

c) Die Funktion F mit Dg = IR hat die Form F(x) = ” und ist eine
e” +1
Stammfunktion von f. Bestimmen Sie die Konstante c.
[Zur Kontrolle: F(x) = —4 ]
X +1

(Fortsetzung néchste Seite)
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d) Bestimmen Sie F(0) und F'(0) sowie das Verhalten von F an den
Réandern von Dg. Begriinden Sie, dass F streng monoton zunehmend
in Dg ist.

e) Tragen Sie die Tangente an den Graphen von F im Punkt P(0| F(0)) in
nebenstehendes Koordinatensystem ein und skizzieren Sie anschlie-
Rend den Graphen von F unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergeb-
nisse in diese Abbildung.

f) Der Graph Gy, die x-Achse sowie die Geraden x =-u und
X =U (u>0) schliellen ein Flachenstiick vom Inhalt A(u) ein.

Bestimmen Sie lim A(u) und deuten Sie das Ergebnis geometrisch.
U—>+o0

. Folgende Tabelle gibt flr ausgewéhlte Jahre im Zeitraum von 1991 bis

1999 die Anzahl der Mobilfunkvertrdge in Deutschland jeweils zum
Jahresende an.

Jahr 1991 | 1993 | 1995 | 1997 | 1999
AnzahlinMio.| 05 | 1,8 | 3,8 | 8,3 | 23,4

Die steigende Anzahl der Mobilfunkvertrage lasst sich in diesem Zeit-
raum naherungsweise als exponentielles Wachstum auffassen und durch

eine Exponentialfunktion der Form N(x)=a- e (a, b€ IR) beschreiben.
N(x) ist dabei die Zahl der Mobilfunkvertrage in Millionen, x ist die seit

Jahresende 1991 vergangene Zeit in Jahren. Beispielsweise ist x =8 flr
das Ende des Jahres 1999.

a) Bestimmen Sie a und b aus den Werten fur die Jahre 1991 und 1999.
Runden Sie b auf zwei Dezimalen.

[Ergebnis: a=0,5; b=0,48]

b) Berechnen Sie die prozentuale Abweichung des Funktionswertes N(x)
fiir das Jahresende 1995 vom tatsachlichen Wert.
Welcher Funktionswert ergibt sich fir das Jahresende 2007? Bewerten
Sie das Ergebnis im oben genannten Anwendungszusammenhang.

c) Bei einem exponentiellen Wachstum dauert es immer gleich lang, bis
sich die Funktionswerte verdoppeln.
Berechnen Sie diese Verdopplungszeit im vorliegenden Fall.
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1.
2

Gegeben ist die Funktion f : x X mit maximalem Definitionsbereich

2
X® -9
Ds . Ihr Graph wird mit G¢ bezeichnet.
1. a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich Dy, die Nullstellen von f
und das Symmetrieverhalten von G an.

b) Untersuchen Sie das Verhalten von f an den Randern des Definitions-
bereichs und geben Sie die Asymptoten von G¢ an.

c) Bestimmen Sie Art und Lage des relativen Extrempunkts E von Gy .
[Zur Kontrolle: E(0]3)]

d) Berechnen Sie f(2,5) sowie f(4) und skizzieren Sie den Graphen G und

seine Asymptoten unter Beriicksichtigung aller bisherigen Ergebnisse im
Bereich - 7<x<7.

2. ) Fix—>x+ In% ist Stammfunktion von f im maximalen Definitions-

bereich Dg (Nachweis nicht erforderlich).

Zeigen Sie, dass D = |- 3;3[ der maximale Definitionsbereich von F
ist.

Berechnen Sie den Inhalt A der Flache, die G mit der x-Achse
einschliel3t, auf zwei Dezimalen genau.

[Zur Kontrolle: A =0,83]
b) Begriinden Sie, beispielsweise mit Hilfe von Flachenbetrachtungen,
X
dass die Integralfunktion Fy:x— [f(t)dt im Intervall |- 3;3[ drei
0

Nullstellen hat.
(Hinweis: Die Nullstellen missen nicht berechnet werden.)

(Fortsetzung néchste Seite)
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3. Betrachtet werden nun Funktionen der Form f, ) i x X X
X —

Seite 5 (von 11)

2
2

mit

a,b e IR und a=b im jeweils maximalen Definitionsbereich. Ihre Graphen

werden mit G, |, bezeichnet. Beispielsweise erhalt man fir a =3 und
b =9 obige Funktion f.

a) Was muss fur b gelten, damit f, ,, in ganz IR definiert ist?
Geben Sie die Zahl der Nullstellen in Abh&ngigkeit von a an.
b) Einer der drei abgebildeten Graphen G, ;, gehort zum Fall 0<b<a.

Geben Sie an, welcher dies ist, und begriinden Sie Ihre Antwort, indem
Sie erkléaren, warum die beiden anderen Graphen fiir den Fall 0<b<a
nicht in Betracht kommen.
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Abb. 1

Abb. 2

Abb. 3
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GM2. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG/STATISTIK

1. Eine Schulklasse besteht aus 18 Jungen und 14 Mé&dchen. Bei einem

Preisausschreiben gewinnt die Klasse 25 Karten fir ein FuRball-
Landerspiel.

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, eine 25-kopfige Gruppe zusammen-
zustellen, wenn

a) genau 10 Madchen in der Gruppe sein sollen,

b) genau 10 Mé&dchen in der Gruppe sein sollen, aber die beiden
Freundinnen Lena und Petra entweder nur gemeinsam oder gar nicht
mitfahren wollen?

. Der Klassenleiter beschlief3t, die Karten zu verlosen. Er gibt dazu 25
Treffer und 7 Nieten in eine Urne und l&sst jeden aus der Klasse einmal
ziehen. Hans soll als Zweiter ein Los ziehen. Er beschwert sich, dass
seine Wahrscheinlichkeit, einen Treffer zu erzielen, geringer sei als bei
Jana, die als Erste ziehen wird.

Widerlegen Sie die Behauptung von Hans durch Rechnung.

Lochern. Jirgen ist ein gelibter Torwand-Schiitze und
trifft, wenn er auf das obere Loch zielt, dieses mit einer
Wahrscheinlichkeit von 10 %. Fir das untere Loch hat
er sogar eine Trefferwahrscheinlichkeit von 40 %.

=0

a) Jurgen schielt zuerst einmal auf das untere und dann einmal auf das
obere Loch. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse
A: ,,Beide Schiisse treffen ihr Ziel nicht* und B: ,,Genau ein Schuss
trifft sein Ziel“.

b) Wie oft muss Jurgen auf das untere Loch mindestens schieRen, damit
er dieses mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 95 % mindestens
einmal trifft?

c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass Jirgen, wenn er
zuerst dreimal auf das untere und dann dreimal auf das obere Loch
schief3t, genau einmal sein Ziel trifft.

(Fortsetzung néchste Seite)
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d) Uwe vermutet, dass die Trefferwahrscheinlichkeit von Jurgen nicht
konstant ist. Er geht davon aus, dass sie unmittelbar nach einem

Treffer um % des urspriinglichen Wertes ansteigt und unmittelbar
1

nach einem Fehlschuss um -= der urspriinglichen Trefferwahrschein-

10
lichkeit absinkt.
Jurgen schiel3t zweimal auf das untere Loch. Zeichnen Sie unter der
\oraussetzung, dass Uwes Vermutung zutrifft, ein vollstandig be-
schriftetes Baumdiagramm und berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit
dafir, dass Jurgen genau einmal sein Ziel trifft.

4. Der Stadionsprecher behauptet, dass seit der FulZball-WM im eigenen
Land die FuRBballbegeisterung in der Stadt gestiegen sei und mindestens
80 % der Einwohner dieser Stadt fir einen Ausbau des Stadions seien.

a) Um diese Behauptung zu testen, befragen die Schiiler in der Halbzeit-
pause 100 zufallig ausgewéhlte Zuschauer. Wie muss die Entschei-
dungsregel mit einem maoglichst groRen Ablehnungsbereich lauten,
wenn die Schiler die Behauptung des Stadionsprechers mit einer
Wahrscheinlichkeit von héchstens 10 % irrtimlich ablehnen wollen?

b) Bewerten Sie den von den Schiilern durchgeftihrten Test hinsichtlich
seiner Eignung, die Behauptung des Stadionsprechers zu tberpriifen.
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V.

1. Auf dem Sommerfest des 6rtlichen Gymnasiums wirbt der Forderverein

um neue Mitglieder. Als Anreiz erhélt jede Person, die dem Verein beitritt,
auf den Jahresbeitrag einen Rabatt, der durch zweimaliges Werfen eines
Laplace-Wiurfels ermittelt wird. Die erzielte Augensumme ergibt dabei
den Rabatt in Prozent.

a) Begrunden Sie, dass ein Neumitglied mit einer Wahrscheinlichkeit von

% einen Rabatt von genau 10 % bekommt.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten genau 2 von 10 Neumitglie-
dern einen Rabatt von jeweils genau 10 %?

c) Wie viele neue Mitglieder missen mindestens wiirfeln, damit mit einer
Wahrscheinlichkeit von mehr als 60 % wenigstens ein Neumitglied
eine Erméalligung von genau 10 % erhalt?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit betragt der Mittelwert der beiden von
einem Ehepaar erwurfelten Rabatte genau 11 %?

. Der Vorstand des Fordervereins besteht aus 6 Frauen und 3 Mannern.

a) Auf wie viele Arten kdnnen sich die Vorstandsmitglieder fir ein Foto
in einer Reihe nebeneinander aufstellen, wenn die drei Méanner in der
Mitte stehen sollen?

b) Zur Betreuung des Info-Standes auf dem Sommerfest teilen sich alle 9
Vorstandsmitglieder in 3 Dreiergruppen auf, die nacheinander in drei
Schichten am Stand anwesend sind. Wie viele verschiedene Maoglich-
keiten zur Aufteilung der Personen auf die Schichten gibt es, wenn die
beiden Vorstandsmitglieder Anne und Birgit zusammen mit einer
weiteren Frau die erste Schicht tbernehmen?

. 40 % der Besucher des Sommerfestes sind mannlich; 30 % der Besucher

trinken nur Fruchtsaft; 42 % der Besucher sind weiblich und trinken nicht
nur Fruchtsaft.

a) Untersuchen Sie die Ereignisse F: ,,Ein zufallig ausgewéhlter Besucher
trinkt nur Fruchtsaft* und W: ,,Ein zuféllig ausgewahlter Besucher ist
weiblich* auf stochastische Unabhéngigkeit.

Im Folgenden wird das Ereignis C: ,,Ein zuféllig ausgewéhlter Besucher
ist ménnlich oder trinkt nicht nur Fruchtsaft* betrachtet.

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis C.
c) Beschreiben Sie das Gegenereignis von C in Worten.
(Fortsetzung néchste Seite)
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4. Die Vorsitzende des Fordervereins moéchte der Schule einen neuen Schul-
garten aus den Mitteln des Vereins finanzieren. Sie geht dabei von einer
Zustimmungsquote von 60 % unter den Schiilern aus. Der Kassenwart
spricht sich gegen die Finanzierung aus, da er mit einer Zustimmungs-
quote von hochstens 40 % rechnet.

Er schlagt eine Befragung von 50 zufallig ausgewéhlten Schilern vor.
Seine Behauptung soll mit einer Wahrscheinlichkeit von hdchstens 5 %
irrtimlich verworfen werden. Bestimmen Sie die zugehorige Entschei-
dungsregel mit einem maoglichst grolRen Ablehnungsbereich.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art unter der
Annahme, dass die Vorsitzende mit ihrer Behauptung beztglich der
Zustimmungsquote Recht hat.
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GM3. ANALYTISCHE GEOMETRIE
V.
In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(8]2|0),
B(8|3|2), C(8|-3|2) und D(8|-2|0) sowie der Punkt B'(0|3|2) gegeben.

1. a) Die Punkte A, B und B' spannen eine Ebene E auf. Bestimmen Sie
eine Gleichung von E in Normalenform.

[mdgliches Ergebnis: E:2x, — X3 -4=0]

b) Begriinden Sie, dass das Viereck ABCD ein Trapez ist, X3
und tragen Sie es in ein Koordinatensystem (vgl. Skizze)
ein.
Welche Symmetrieeigenschaft und welche besondere Xy X2

Lage im Koordinatensystem hat das Trapez?

c) Der Punkt A" ist der Schnittpunkt der Ebene E mit der x, -Achse.

Berechnen Sie die Koordinaten von A'. Weisen Sie nach, dass das

Dreieck DAA' rechtwinklig ist, und bestimmen Sie die Koordinaten

des Punktes D' so, dass das Viereck DAA'D' ein Rechteck ist.
[Teilergebnis: A'(0]2]0)]

d) Der Punkt C' entsteht durch Spiegelung des Punktes B' an der X;X3-

Ebene. Geben Sie die Koordinaten von C' an und zeichnen Sie das
Prisma ABCDA'B'C'D' in die Zeichnung von Teilaufgabe 1b ein.

2. Beim Prisma ABCDA'B'C'D' aus Teilaufgabe 1d handelt es sich um ein
gerades Prisma (Nachweis nicht erforderlich). Dieses Prisma gibt die
Form eines 16 m langen Stiicks eines Kanals wieder (1 LE in der
Zeichnung entspricht 2 m).

a) Berechnen Sie den Neigungswinkel o der Kanalbdschung AA'B'B
gegenlber der horizontalen x;x, -Ebene.

b) Berechnen Sie, wie viele Kubikmeter Wasser das 16 m lange
Kanalstlick enthélt, wenn der Kanal bis oben gefllt ist.

[Ergebnis: 640 m3]

¢) Wéhrend einer Hitzeperiode fiihrt das 16 m lange Kanalstiick nur noch
45 % der in Teilaufgabe 2b bestimmten Wassermenge.
Weisen Sie zunéchst allgemein nach, dass zwischen der Wassertiefe t
des Kanals und der zugehdorigen Breite b der Wasseroberflache — je-
weils gemessen in m — folgender Zusammenhang besteht: b=t+8m.

Berechnen Sie anschlielfend die Wassertiefe des Kanals in der Hitze-
periode.
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VI.

Gegeben sind in einem kartesischen Koordinatensystem mit Ursprung O die
Punkte A(5]2|2) und C(12|2]|26), die Ebene E:4x; +3x3 —51=0 sowie

L -3 R, 7
die Geraden g:x:OA+7{ 0] und h:x=OC+p£0j mit A, nelrR.
4 24

1. a) Zeigen Sie, dass A Schnittpunkt der beiden Geraden g und h ist.

b) Die Geraden g und h spannen eine Ebene F auf.
Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene F in Normalenform und
zeigen Sie, dass F eine Lotebene zur Ebene E ist. Welche besonderen
Lagen im Koordinatensystem haben die beiden Ebenen E und F?

[mdgliches Teilergebnis: F: x, —2=0]

¢) Weisen Sie nach, dass die Gerade g parallel zur Ebene E verléauft, und
ermitteln Sie ihren Abstand von der Ebene E.

d) Berechnen Sie den Schnittwinkel oo von g und h.
Geben Sie mit Begriindung die Grol3e des Schnittwinkels von h und E
an.

2. a) Ermitteln Sie die Koordinaten zweier Punkte B und B' auf der
Geraden g so, dass die Dreiecke ABC und ACB' gleichschenklig mit
Basis [BC] bzw. [B'C] sind. B sei derjenige der beiden Punkte mit

positiver x;-Koordinate.
[Teilergebnis: B(20|2|-18) ]

b) Begriinden Sie ohne Rechnung, dass das Dreieck BCB' rechtwinklig
Ist.
c) M ist Mittelpunkt der Strecke [BC].
Berechnen Sie die Koordinaten von M und begriinden Sie ohne
Rechnung, dass [AM] eine HOhe des Dreiecks ABC ist.
[Teilergebnis: M(16]2|4)]

d) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC einen Flacheninhalt von
250 Flacheneinheiten hat, und begriinden Sie, dass fiir jede Pyramide
mit der Grundflache ABC und der Spitze S(s; |S, |S3) mit S, # 2 gilt:

Vagcs =222 -[s, — 2| Volumeneinheiten.



