1993 IIT Aufgabe

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Gerade

_ -1 1
g:X=|0 |Fu|l| mit peR
0 0

sowie die beiden Punkte A(1|0|-4) und C(-1|2|4) gegeben.
A und C bestimmen die Gerade h.

4

1.a) Begriinden Sie, dass der Mittelpunkt M der Streakce [AC] Schnittpunkt der Geraden g und h
ist.

b) Zeigen Sie, dass die Geraden g und h zueinander senkrecht sind.

2.Auf g liegen zwei Punkte B und D so, dass die beiden Dreiecke ABC und ACD bei B bzw. bei D
rechtwinklig sind.

a) Geben Sie mit Begrindung an, welches besondere Viereck die Punkte A, B, C und D

bestimmen.
b) Berechnen Sie die Koordinaten von B und D
[mogliches Ergebnis: B(3|4|0); D(-3|-2|0)]
¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt des Vierecks ABCD
3.Die Geraden g und h bestimmen die Ebene E
a) Geben Sie eine Gleichung der Ebene E in Normalenform an.
[mogliches Ergebnis:  2X,—2X,+x;+2=0 |

b) Vom Punkt S(0|-5|1,5) aus wird ein Lot auf die Ebene E gefillt. Berechnen Sie die
Koordinaten des Lotful3punktes F.

[Ergebnis: F(-3]-2|0), Eckpunkt des Vierecks ABCD]

¢) Berechnen Sie den Oberflicheninhalt der Pyramide ABCDS mit Grundfliche ABCD und
Spitze S

(Hinweis: ohne Begriindung darf verwendet werden, dass alle Seitendreiecke rechtwinklig

sind.)




1993 III Losung

1. a) Zu zeigen:
* gund h haben unterschiedliche Richtungsvektoren

* M liegt sowohl auf g, wie auch auf h

Richtungsvektoren:
1
Richtungsvektor von g:  u=| 1
0
I -1
Richtungsvektor von h: v '=B-A=| 2 oder Vv=| 1
8 4

sind nicht linear abhingig, da z.B. # keine x; Komponenteund v schon.

M auf beiden Geraden:

0
N U
M= E(A +B)= 1| liegt per Definition auf h=AB
0
0 [—1 1
1|=| 0 |*u| 1| ,alle drei Gleichungen sind fir p=1 erfullt.
0 0 0
b) Zu zeigen: Die Richtungsvektoren stehen senkrecht aufeinander.
1) [—-1
uov=[1lc| 1 |=1-=1+1-140-4=0 v
0/ \ 4
2 a) Da g senkrecht durch den Mittelpunkt von A und C geht, ist h die D

Mittelsenkrechte und somit auch die Symmetrieachse von A und C.

Die Punkte B und D sollen jeweils auf dieser Symmetrieachse liegen. Dann
entstehen aber zwei gleichschenklig rechtwinklige Dreiecke:

Die gleichschenklig-rechwinkligen Dreiecke besitzen jeweils einen
Basiswinkel von 45° und deshalb entstehen fur das entstehende Viereck bei B
A und C jeweils ein 90°-Winkel. Zusammen mit den geforderten 90°-Winkeln entsteht ein Viereck
mit vier rechten Winkeln. Das ist ein Quadrat.

b) Weg A: Berechne die Linge AM. ,,Dehne den Richtungsvektor der Geraden g auf diese Linge
und addiere ihn zu M

Weg B: Betrachte einen beliebigen Punkt X der Geraden g, setze das Skalarprodukt
AXoBX=0 und berechne daraus  p
Zu Weg A:

I |
AM=( 1| mit |4M|=V18=3+2
4



1 k
,Dehne i : k-|1|=[k| mitLinge VEE+i2+0=32
0 0

oder 2k*=18=k==3

- 3] (3 ~ . 31 [-3
B=M+|3|=(4| D=M+|-3|=(-2
0 0 0 0
Weg B:
R e | 1 1 —2+u . u
AX=X-A=| o |+uf1]|-| 0 |= u AY = —24+u
0 0 —4 4 —4

AX o AY =(p=2)-pu+u(p—2)-16=2 1> —4u—16=0
u—2u—8=0

(u—4)(u+2)=0={p, =4, u,=—2 ecingesetzt in die Geradengleichung ergibt B und D wie
angegeben.

C) Seitenlinge des Quadrates: |Z]§|=\/ (m)2+(m)2=6 (Pythagoras)

Flicheninhalt des Quadrates: A=6-6=36

3. 2) -1\ [1 4 2
n'=uxv=[1 |X|{1|=|-4| #n=|-2
41 \of \2 1

Koordinatengleichung:
2x,-2x,+x;+¢c=0 Meinsetzen: —2+c=0=>c¢=2
Koordinatenform:
E:2x,-2x,+x;+2=0
b) Suche den Schnittpunkt der Geraden ¢:S+A- mit der Ebene E:

. 0 2
t:X=-5|+A(-2| inE:
1,5 1

2:2A-2-(=5-2A)+(1,5+A)+2=0
4A+10+4A+1,5+A+2=0
9A+13,5=0=>A=—1,5 in teinsetzen:

F=|[_»
0
¢) Die Pyramide ist symmetrisch aufgrund der Lage der Spitze S Giber der Symmetrieachse des

Quadrates.

Fir die Berechnung der Flicheninhalte der Seitendreiecke wird die Hohe des Punktes S tiber der
Ebene E benétigt:

h=|FS|=V3*+3"+1,5=20,25=4,5



AACDS=%6~4,5=13,5
Firdas A BCS wird noch |5§|=\/12+72+2,52=\/56,25=7,5 benétigt:

AABCS=%6-7,5=22,5

O=2 A, yos+2 A, ps+G=27+45+36=108



1993 IV Aufgabe

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(1|1]1), B(10|-2|4), C(4|4|1) und

P(7

5

10

|3]|2) gegeben.
1.a) Zeigen Sie, dass die drei Punkte A, B und C nicht auf einer Geraden liegen, und berechnen Sie

den Winkel « zwischen den beiden Halbgeraden [AB und [AC (auf Grad gerundet).

b) Die Geraden AB und AC spannen eine Ebene E auf. Bestimmen Sie je ein Gleichung fiir E in
Parameter- und in Normalenform.

[mogliches Teilergebnis: X, —x,—4x;+4=0 ]

2.a) Gegeben ist die Gleichung E:A-ZE—FN‘ZE' mit geeignetem A und pu . Berechnen
Sie A und p . Was folgt aus dieser Gleichung fiir die Lage des Punktes P sowie fiir Linge
und Richtung des Vektors CP  ? Verdeutlichen Sie Thre Ergebnisse durch eine geeignete
Zeichnung,

[zur Kontrolle: A =% su=1]

b) In welchem Verhiltnis teilt der Schnittpunkt T der Geraden AP und BC die Strecke [AP]?
¢) In welchem Verhiltnis stehen die Flicheninhalte der Dreiecke CPT und ABT?

3.Die Lotgerade zur Ebene E im Punkt P werde mit s bezeichnet. Bestimmen Sie diejenigen Punkte
auf s, die von A die Entfernung 13 (Liangeneinheiten) haben.




1993/1V Losung

1. a) Wenn sich zwischen [AB und [AC ein Winkel ungleich 0° ergibt, dann liegen die drei Punkte auch
nicht auf einer Geraden:

—_— - -

AB=B— A=|-3 u=|—-1

Uov 2
cos¢p= =—=043 =64.76~65°
Pl V22 = $=647665

b) A ist Aufpunkt, dann kann man die Angaben aus a) weiterverwenden:

1 3 1
Parameterform: X =[1 [+A-|—=1]|+u-|1
0

[a—
—_—

Zur Normalenform: #=uXv=

—Xx,+x,+4x;+c=0 Acinsetzen: —1+14+4+c=0=>c=—4
E:—x +x,+4x,—4=0
2. a) Es ergibt sich ein Gleichungssystem

6 = 9A +u |

2 —3A +pu aus (III) folgt A== und mit (II) folgt p=1
3

1 = 32 +0

eingesetzt in (I) ergibt das eine wahre Aussage. v/

Der Punkt liegt in der Ebene E
Wegen ?\=% gilt CP= % AB und ist parallel zu 4B

P(7|3]2) sind dann die Koordinaten.
3 o7 1
[ X=|3|+T1 -1
2 —4
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